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Abstract

我们介绍了 DeepSeek-Prover-V1.5，这是一个专为 Lean 4定理证明设计的开源语言模型，它通过
优化训练和推理过程对 DeepSeek-Prover-V1进行了增强。该模型在 DeepSeekMath-Base上进行
预训练，并专注于形式化数学语言，随后使用基于 DeepSeek-Prover-V1 构建的增强型形式化定
理证明数据集进行监督微调。进一步的性能提升是通过基于证明助手反馈的强化学习（RLPAF）
实现的。除了 DeepSeek-Prover-V1 的单次完整证明生成方法外，我们提出了 RMaxTS，这是一
种蒙特卡洛树搜索的变体，采用内在奖励驱动的探索策略来生成多样化的证明路径。DeepSeek-
Prover-V1.5 相较于 DeepSeek-Prover-V1 取得了显著改进，在高中水平的 miniF2F 基准测试集
上达到了新的最先进水平（63.5%），在本科水平的 ProofNet 基准测试集上也取得了新的最先进
结果（25.3%）。

miniF2F-test (fine-tuned) miniF2F-test (pre-trained)
20

25

30

35

40

45

50

55

60

65

Pa
ss

 R
at

e 
(%

)

ProofNet
10

12

14

16

18

20

22

24

26

DeepSeek-Prover-V1.5
InternLM2-StepProver

DeepSeek-Prover-V1
Hypertree Proof Search

GPT-f
ReProver

Llemma-7B
Llemma-34B

图 1 | 模型在 Lean 4 形式化定理证明基准测试上的通过率：高中水平的 miniF2F-test 基准
测试 (Zheng et al., 2022) 和本科水平的 ProofNet 基准测试 (Azerbayev et al., 2023)。我们将
DeepSeek-Prover-V1.5 的预训练版本和微调版本与强大的基线模型进行了比较。
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1. 引言

大型语言模型的近期进展对人工智能领域的数学推理与定理证明产生了深远影响。尽管在自然

语言领域取得了显著进展，但语言模型在形式化定理证明（e.g. 使用 Lean (Moura and Ullrich,
2021) 和 Isabelle (Paulson, 1994)）中仍面临巨大挑战，这需要满足验证系统形式化规范的严格
推导。即使是 GPT-4 (OpenAI, 2023) 等先进模型在处理复杂形式化证明时也显得力不从心，这
凸显了其中涉及的编程与数学的复杂性。形式化定理证明模型不仅需要掌握 Lean定理证明器等
形式系统的语法与语义，还需将抽象的数学推理与精确的形式化表示相统一。

形式化定理证明中的语言模型通常采用两种策略：证明步骤生成 (Polu and Sutskever, 2020;
Jiang et al., 2022; Lample et al., 2022; Yang et al., 2023; Wu et al., 2024)与完整证明生成 (Jiang
et al., 2022; Zhao et al., 2023; Wang et al., 2023)。证明步骤生成预测每一个后续战术（tactic），
并使用形式化验证器进行验证以获取当前战术状态的更新信息，通常利用树搜索技术来构建有

效证明。相比之下，完整证明生成计算效率更高，它基于定理陈述直接生成完整的证明代码，减

少了证明模型与形式化定理验证器之间协调所需的通信开销。尽管 DeepSeek-Prover-V1 (Xin
et al., 2024) 通过完整证明生成在 Lean 4 上取得了最先进的结果，但该范式也带来了其独特的
挑战。它需要在无法访问中间战术状态的情况下进行长视野序列预测，而未来的战术又依赖于

这些隐藏的结果。在 Lean 的战术模式中，证明是通过一系列转换证明状态的战术构建的。这种
顺序性引入了误差累积的风险 (Ross et al., 2011)，即单次误判就可能导致证明路径严重偏离正
确方向。更具体地说，在生成长证明时，自回归模型可能会对中间战术状态产生错误认知。

为了在证明步骤生成中无缝集成中间战术状态，同时保持完整证明生成的简洁性与计算

效率，我们在 DeepSeek-Prover-V1.5 中提出了一种统一的方法。该方法通过一种截断与恢复
（truncate-and-resume）机制，结合了证明步骤生成与完整证明生成两种技术的优势。该过程从
标准的完整证明生成开始，语言模型根据定理陈述前缀补全证明代码。随后，Lean 证明器对该
代码进行验证。若证明正确且完整，则流程终止。若检测到错误，代码将在第一条错误信息处被

截断，后续代码将被丢弃。成功生成的证明代码随后被用作生成下一证明片段的提示。为提高模

型新补全内容的准确性，我们将 Lean 4 证明器的最新状态作为注释附加在提示末尾。值得注意
的是，我们的方法并不局限于从最后成功应用的战术处恢复。我们将截断与恢复机制集成到蒙

特卡洛树搜索 (MCTS; Coulom, 2006) 中，其中截断点由树搜索策略进行调度。此外，我们提出
了一种新颖的无奖励（reward-free）探索算法用于 MCTS，以解决证明搜索中的奖励稀疏问题。
我们为树搜索智能体赋予内在动机（a.k.a. 好奇心 (Schmidhuber, 2010)），以广泛探索战术状态
空间。这些算法模块扩展了我们完整证明生成模型的功能，使其成为交互式定理证明的灵活工

具，能够有效利用证明助手的反馈并生成多样化的解决方案候选。

1.1. 本文贡献

我们提出了一种用于开发基于语言模型的形式化数学证明器的综合框架，该框架集成了多个关

键组件：大规模数学预训练、形式化数学语料构建与增强、基于证明助手反馈的在线强化学习，

以及用于定理证明长期规划的树搜索方法。预训练模型、监督微调模型和强化学习模型，以及蒙
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    rw [h₀]
    constructor
    · intro h
      -- We solve the equation (2x + 3)[2x - 10] = 0.
      have : (2 * x + 3) * (x - 4 + x - 6) = 0 :=
        by linear_combination h
      -- This gives us two cases to solve.
      cases' eq_zero_or_eq_zero_of_mul_eq_zero this
        with h1 h2
      · -- Case 1: 2x + 3 = 0
        left
        linarith
      · -- Case 2: 2x - 10 = 0
        right
        linarith
    · -- We check that -3/2 and 5 are indeed roots.
      rintro (rfl | rfl) <;> norm_num
  -- Now we compute the sum of the roots.
  rw [this]
  norm_num

reward
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    rw [h₀]
    constructor
    · intro h
      -- We solve the equation (2x + 3)[2x - 10] = 0.
      have : (2 * x + 3) * (x - 4 + x - 6) = 0 :=
        by linear_combination h
      -- This gives us two cases to solve.
      cases' eq_zero_or_eq_zero_of_mul_eq_zero this
        with h1 h2
      · -- Case 1: 2x + 3 = 0
        left
        linear_combination (1 / 2) * h1
      · -- Case 2: 2x - 10 = 0
        right
        linear_combination (1 / 2) * h2
    · -- We check that -3/2 and 5 are indeed roots.
      rintro (rfl | rfl) <;> norm_num
  -- Now we compute the sum of the roots.
  rw [this]
  norm_num
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import Mathlib
import Aesop

set_option maxHeartbeats 0
open BigOperators Real Nat Topology Rat

/-- Compute the sum of all the roots of $(2x+3)(x-4)+(2x+3)(x-6)=0$.
Show that it is 7/2.-/
theorem amc12a_2002_p1 (f : ℂ → ℂ) (h₀ : ∀ x, f x = (2 * x + 3) * (x - 4) + 
(2 * x + 3) * (x - 6)) (h₁ : Fintype (f⁻¹' {0})) : 
  ∑ y in (f⁻¹' {0}).toFinset, y = 7 / 2 := by
  -- We show that the roots of the polynomial are -3/2 and 5.
  have : (f⁻¹' {0}).toFinset = {-(3 / 2 : ℂ), (5 : ℂ)} := by
    ext x
    simp only [Set.mem_toFinset, Set.mem_singleton_iff, Set.mem_preimage,
      Set.mem_setOf, Finset.mem_insert, Finset.mem_singleton]
    /- tactic state:
    case a
    f : ℂ → ℂ
    h₀ : ∀ (x : ℂ), f x = (2 * x + 3) * (x - 4) + (2 * x + 3) * (x - 6)
    h₁ : Fintype ↑(f ⁻¹' {0})
    x : ℂ
    ⊢ f x = 0 ↔ x = -(3 / 2) ∨ x = 5
    -/

Whole-proof
Completion

Error Message from Lean 4 prover:
failed to synthesize
   LinearOrder ℂ

图 2 | 整体框架。DeepSeek-Prover-V1.5通过预训练、监督微调以及强化学习进行训练。在监督
微调阶段，预训练模型接收一个以战术状态注释关键字结尾的不完整定理证明。模型被训练以
预测该战术状态的内容（辅助目标）并补全后续证明步骤（主要目标）。在强化学习阶段，给定
一个不完整定理证明以及来自 Lean证明器的真实战术状态，我们展开微调后的模型以生成多个
证明候选，随后由 Lean 证明器进行验证。这些候选的验证结果被用作二值（0-1）奖励，以进一
步优化模型并增强其与验证系统形式化规范的对齐程度。在模型推理阶段，我们提供两种选择：
单次采样与蒙特卡洛树搜索。

特卡洛树搜索算法的代码均已公开，以供进一步研究和应用。

• 预训练：通过在高质量数学和代码数据上进行进一步预训练，我们增强了基础模型在形式
化定理证明和数学推理方面的能力，重点关注 Lean、Isabelle和 Metamath等形式化语言。

• 监督微调：我们通过实施两种数据增强技术改进了 Lean 4 代码补全数据集。首先，我们
使用 DeepSeek-Coder V2 236B (Zhu et al., 2024) 为 Lean 4 代码添加自然语言思维链注
释，使形式化定理证明与自然语言推理相一致。其次，我们在 Lean 4 证明代码中插入中
间战术状态信息，使模型能够有效利用编译器反馈。随后，使用该数据集对预训练模型进

行微调。

• 强化学习：我们采用 GRPO 算法 (Shao et al., 2024) 对监督微调模型执行基于证明助手反
馈的强化学习（RLPAF）。Lean 证明器的验证结果作为奖励监督信号，增强了模型与验证
系统形式化规范的对齐程度。

• 蒙特卡洛树搜索：我们通过引入一种新颖的抽象及其对应的搜索算法，推进了形式化定理
证明中的树搜索方法。我们的截断与恢复机制作为一种状态-动作抽象，将树搜索过程无缝
集成到完整证明生成框架中。我们提出了 RMaxTS，这是一种创新的蒙特卡洛树搜索算法，
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利用 RMax (Brafman and Tennenholtz, 2002) 策略来解决稀疏奖励证明搜索问题中的探
索挑战。通过分配内在奖励，该算法鼓励证明智能体生成多样化的规划路径，从而促进对

证明空间的广泛探索。

1.2. 评估与指标总结

• miniF2F：在单次完整证明生成设置下，DeepSeek-Prover-V1.5 在 miniF2F 测试集上达
到了 60.2% 的通过率，相较于 DeepSeek-Prover-V1 的 50.0% 实现了绝对 10.2 个百分点
的显著提升。结合树搜索技术后，通过率进一步提升至新的最先进水平 63.5%。

• ProofNet：DeepSeek-Prover-V1.5在 ProofNet的单次完整证明生成设置中也表现出强劲
性能，在验证集和测试集上的通过率分别为 21.6% 和 23.7%。集成树搜索技术后进一步
提升了这些结果，在验证集和测试集上分别达到了新的最先进通过率 25.4% 和 25.3%。

2. 模型训练

2.1. 预训练

为了提升我们的语言模型在生成形式化证明和进行数学语言推理方面的能力，我们对基础模

型 (Shao et al., 2024) 进行了进一步的预训练。该优化过程涉及在包含代码和自然语言数学
内容的高质量数据集上进行训练。我们特别关注了在证明助手中广泛使用的形式化语言，例如

Lean、Isabelle 和 Metamath。我们将改进后的模型命名为 DeepSeek-Prover-V1.5-Base。

2.2. 监督微调

在本节中，我们探讨 DeepSeek-Prover-V1.5 监督微调（SFT）所涉及的方法与流程。具体而言，
我们通过添加详细的解释性注释来增强来自 DeepSeek-Prover-V1 的证明数据集。该增强旨在
改善自然语言描述与 Lean 4 代码之间的对齐，从而促进更好的形式化数学推理。此外，我们将
中间战术状态信息作为辅助预测任务纳入其中，以支持蒙特卡洛树搜索过程中使用的截断与恢

复机制。我们将得到的模型称为 DeepSeek-Prover-V1.5-SFT。

数据构建。 我们为监督微调构建了一个全面的 Lean 4 代码补全数据集。该数据集包含源自大
量形式化定理的合成证明代码。这些定理来源于多个项目，例如标准的 Lean 4 数学库 Mathlib4
(Mathlib Community, 2020)、来自 DeepSeek-Prover-V1 (Xin et al., 2024) 和 Lean Workbook
(Ying et al., 2024)的合成定理，以及来自 miniF2F (Zheng et al., 2022)和 ProofNet (Azerbayev
et al., 2023) 基准的验证集。为了扩充形式化证明数据，我们采用了专家迭代过程 (Polu and
Sutskever, 2020)。该过程包括使用语言模型生成证明、验证生成的证明数据、使用验证后的数据重
新训练模型，然后利用优化后的模型生成更多的证明数据。在每次迭代之间，我们使用 DeepSeek-
Coder V2 236B (Zhu et al., 2024) 将证明代码前的思维过程作为注释进行标注。最后，我们为
蒙特卡洛树搜索的截断与恢复机制定制了这些数据（详见第 3.1节）。最终得到的证明数据集包
含 9,645k 条序列。
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思维增强的证明生成。 在 DeepSeek-Prover-V1 中，我们发现自然语言中的解题策略与 Lean 中
的定理证明之间存在显著差距。在自然语言中，模型会生成详细的推导步骤来构建证明；而在

Lean 中，它们通常依赖一系列高层战术调用来暴力求解。这些高层战术虽然有效，但掩盖了其
内部工作机制和结果，阻碍了模型利用结构化数学推理解决复杂证明目标的能力。为解决这一问

题，我们开发了一种在生成定理证明代码前融入自然语言推理的方法。与 Lean-STaR (Lin et al.,
2024)类似（后者在每个证明步骤前执行独立的思维链推理 (Wei et al., 2022; Feng et al., 2023)），
我们的方法将这种推理直接作为注释集成在证明代码中。我们使用 DeepSeek-Coder V2 236B
(Zhu et al., 2024) 通过两种方式增强 DeepSeek-Prover-V1 中的现有数据：首先，在证明块的
开头插入完整的自然语言解答；其次，交替插入对应 Lean 战术的具体自然语言步骤。使用这种
数据格式训练模型，强制其在证明块开头提出完整的数学推理，并在每个战术前进行详细的步

骤规划。该方法成功培养了新的行为模式，利用细致的数学思维来指导战术的生成。在训练数据

中，使用两种不同的引导提示来区分证明代码补全的 CoT（思维链）模式与非 CoT 模式。两种
模式下的输入输出示例见附录 A。

基于战术状态信息的提示增强。 为了实现蒙特卡洛树搜索的截断与恢复机制，我们需要从模型
生成的代码中提取战术信息。我们利用 LeanDojo (Yang et al., 2023) 项目中的数据提取工具对
Lean REPL (Read-Eval-Print Loop; Leanprover Community, 2023) 进行了增强。这使得我们能
够以三元组的形式提取战术信息，其中包括每个战术的位置，以及应用前后的战术状态。该信息

有助于我们识别触发验证错误的具体战术代码（用于树搜索的扩展步骤，见第 3.2节）。对于生
成的有效形式化证明中的每个战术，我们将验证器返回的战术状态作为注释”/- tactic state: ...
-/” 插入。在训练期间，我们将”/- tactic state: ” 之后的所有 token 作为响应来计算监督微调损
失，而该注释之前的 token 则作为提示，不参与训练损失的计算。

训练设置。 我们基于预训练模型进行监督微调，训练数据量为 9B tokens，批次大小（batch size）
为 2,048，学习率恒定为 1e-4。训练过程以 100 个预热步骤开始，以稳定学习动态。训练示例被
随机拼接以形成序列，最大上下文长度为 4,096 tokens。

2.3. 基于证明助手反馈的强化学习

强化学习（RL）已被证明能有效提升监督微调语言模型的数学推理能力 (Shao et al., 2024)。为
了进一步提升 DeepSeek-Prover-V1.5-SFT，我们引入了强化学习阶段，从而得到模型 DeepSeek-
Prover-V1.5-RL。该阶段利用 RL 基于 Lean 4 证明器的验证反馈来增强模型性能。该 RL 过程
的具体细节如下所述。

提示词。 在强化学习阶段，我们使用监督微调数据集中的一部分定理陈述作为训练提示词。我
们选择那些 DeepSeek-Prover-V1.5-SFT 在多次尝试中生成正确证明的成功率适中的定理。这确
保了模型仍有提升空间，同时仍能接收到正向反馈。经过筛选后，我们保留了约 4.5k 个唯一的
定理陈述。每个定理前都添加了 CoT 和非 CoT 引导提示词，以增强模型在这两种模式下的证
明生成能力。
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模型 Pass@128
miniF2F-test ProofNet-test

Base (3-shot) 29.7% ± 0.5% 9.7% ± 0.7%

SFT (非 CoT) 49.8% ± 0.3% 15.9% ± 0.5%
SFT (CoT) 50.4% ± 0.4% 15.9% ± 0.6%

RL (非 CoT) 50.5% ± 0.6% 17.5% ± 0.5%
RL (CoT) 51.6% ± 0.5% 18.2% ± 0.5%

图 3 | 不同训练阶段模型能力对比。“CoT”和“非 CoT”指使用两种引导提示词进行评估。阴
影区域表示均值周围的标准差范围。符号 𝜇 ± 𝜎 表示平均准确率 𝜇 和标准差 𝜎。

奖励机制。 在使用 RL 训练大语言模型时，通常由训练好的奖励模型提供反馈信号。相比之下，
形式化定理证明得益于证明助手对生成证明的严格验证，具有显著优势。具体而言，如果生成的

证明被验证为正确，则获得奖励 1，否则为 0。尽管这种二元奖励信号准确，但也较为稀疏，尤
其对于监督微调模型而言具有挑战性的定理更是如此。为了缓解这种稀疏性，如上所述，我们选

择了那些对监督微调模型具有挑战性但又可实现的训练提示词。

强化学习算法。 我们采用组相对策略优化 (GRPO; Shao et al., 2024) 作为我们的 RL 算法。与
PPO (Schulman et al., 2017) 相比，该算法在有效性和效率上均表现出显著优势，这主要归功于
它无需训练额外的 Critic 模型。具体而言，GRPO 为每个定理提示词采样一组候选证明，并根
据组内输出的相对奖励来优化模型。我们的提示词选择策略旨在使候选证明中很可能同时包含

正确和错误的证明，这与 GRPO 的组相对特性高度契合，从而提升了训练过程。

训练设置。 我们基于 SFT 模型进行 RL 训练，该模型同时作为初始模型和用于施加 Kullback-
Leibler (KL) 散度惩罚的参考模型。我们使用恒定的学习率 5e-6，KL 惩罚系数设置为 0.02。对
于每个定理，我们采样一组 32 个候选证明，最大长度设置为 2,048。训练批次大小（batch size）
配置为 512。

2.4. 评估

基准测试。 我们在以下基准测试上评估定理证明性能，以比较每个训练阶段后的模型能力：

• MiniF2F (Zheng et al., 2022)侧重于高中水平练习和竞赛（如 AMC、AIME和 IMO）的
形式化解题能力，重点涵盖代数和数论。该基准包含 244 个验证问题和 244 个测试问题，
最初基于 Lean 3，并根据 Yang (2023) 提供的版本手动转换为 Lean 4.9.0。

• ProofNet (Azerbayev et al., 2023) 评估本科数学水平的形式化定理证明能力。它包含来
自广泛使用的本科教科书的 185 个验证问题和 186 个测试问题，涵盖实变与复变分析、线
性代数、抽象代数和拓扑学。这些问题最初基于 Lean 3，并手动转换为 Lean 4.9.0。
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提示词配置。 对于 DeepSeek-Prover-V1.5-Base 的每次证明尝试，我们独立地从验证集中采样
三个证明示例来构建少样本提示词。对于 miniF2F 基准，我们使用 Yang (2023) 中的人工编写
证明；而对于 ProofNet 基准，我们使用 DeepSeek-Prover-V1.5-RL 生成的正确证明作为少样本
示例。对于 DeepSeek-Prover-V1.5-SFT 和 DeepSeek-Prover-V1.5-RL，我们采用两种类型的引
导提示词：一种鼓励在每个证明步骤前进行思维链（CoT）推理，另一种则不鼓励（非 CoT）。
详细示例见附录 A。

评估指标。 我们使用 pass@𝐾 准确率指标来评估定理证明性能，该指标衡量模型在 𝐾 次尝试内

生成正确证明的成功率。每个模型部署在单张 A100-40G GPU 上，并利用 vLLM 框架 (Kwon
et al., 2023) 进行样本生成。采样参数设置为温度（temperature）为 1，top-p 值为 0.95，最大
token 限制为 2,048。生成的证明随后使用 Lean 4 定理证明器进行验证。在此验证过程中，我们
导入 Mathlib4 (Mathlib Community, 2020) 和 Aesop (Limperg and From, 2023) 以访问预定义
的前提和战术。验证过程设有 300 秒的时间限制。

跨训练阶段的对比。 图 3 展示了各训练阶段在 miniF2F 和 ProofNet 数据集上的对比分析。
我们的基础模型 DeepSeek-Prover-V1.5-Base 取得了显著的通过率，使用 3-shot 提示词解决了
miniF2F 基准测试集中近三分之一的问题。监督微调阶段得到的 DeepSeek-Prover-V1.5-SFT 显
著优于基础模型，在 miniF2F 上的 Pass@128 准确率提升了约三分之二，在 ProofNet 上则翻
了一番。随后的强化学习阶段进一步提升了模型性能，在所有 𝐾 值下均提高了 Pass@𝐾 准确率。

与自然语言数学领域的发现（如 DeepSeekMath (Shao et al., 2024) 中报告的强化学习主要提升
TopK 正确响应）不同，我们观察到形式化定理证明基础能力的真正增强。这种提升不仅在较小
的采样预算下显而易见，而且随着采样预算的增加保持稳定。这一结论在后续具有更大采样预

算的蒙特卡洛树搜索实验中得到了进一步支持，详见第 4.2节。

CoT 与非 CoT 的对比。 我们对比了 DeepSeek-Prover-V1.5-SFT 和 DeepSeek-Prover-V1.5-
RL 在非 CoT 和 CoT 生成模式下的性能。图 3 的结果表明，在大多数设置下，CoT 模式始终
优于非 CoT 模式。具体而言，DeepSeek-Prover-V1.5-RL 借助这些增强的定理证明模式，在两
个基准测试上均取得了更优的性能，在 miniF2F 上的平均准确率为 51.6%，在 ProofNet 上为
18.2%。CoT 模式中自然语言推理的整合显著增强了形式化证明编写的规划与执行。关于使用与
不使用自然语言思维链的证明策略的详细对比，请参阅附录 A 中提供的示例。

3. 面向探索的蒙特卡洛树搜索

3.1. 战术级树抽象

为了在完整证明生成设置中实现树搜索方法，我们引入了一种证明树抽象来定义定制的状态和

动作空间，并利用截断与恢复机制。大致遵循 Yao et al. (2023) 的范式，我们首先将不完整的证
明分解为对应于各个证明步骤的树节点序列，然后利用这些树节点中存储的部分内容继续证明
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生成过程。图 4 展示了从完整证明生成构建证明搜索树的过程。

截断：将证明分解为树节点。 我们在战术级别构建证明搜索树，其中每条树边代表战术状态的
一次转换步骤。最初，我们将模型生成的完整证明提交给 Lean 证明器，将其解析为战术。随后，
我们在最早的验证错误处截断证明，确保所有后续的战术代码都能成功应用，从而推动证明向

目标定理推进。战术代码被分割为若干代码片段，每个片段包含一个有效的战术代码及其关联

的思维链注释，对应于代表战术状态转换的单条树边。通过这种抽象，每个战术代码被转换为一

系列树节点，形成从根节点到特定节点的路径。

恢复：从树节点生成证明。 在 Lean 4 中，不同的战术可能导致相同的战术状态，这意味着我们
证明树中的每个节点可以对应多种实现相同结果的战术代码。为处理此情况，我们在每个节点

存储一组这些等效的战术代码。当树搜索智能体扩展一个节点时，它会随机选择一个战术作为

语言模型的提示。该提示包含以所选战术结尾的不完整证明代码，以及来自 Lean 证明器的战术
状态信息（作为注释块）。微调后的模型（见第 2.2 节）已接受训练以识别并利用此格式，使用
添加了战术状态注释的不完整代码来指导后续证明生成。

3.2. 基于蒙特卡洛树搜索的交互式定理证明

我们的证明搜索树基于标准的蒙特卡洛树搜索（MCTS）范式 (MCTS; Coulom, 2006; Browne
et al., 2012) 构建，该范式迭代执行四个步骤：选择（Selection）、扩展（Expansion）、模拟
（Simulation）和 回溯（Backpropagation）。我们将 模拟步骤整合至 扩展步骤中，因为我们的完
整证明生成模型本质上会从扩展节点执行 rollout。算法工作流的详细设计如下。

选择。 选择步骤 a.k.a. 树策略，从根节点开始向下遍历，以识别一个有潜力的节点进行扩展。
该算法步骤的目标是在探索（exploration）与利用（exploitation）之间取得平衡 (Kocsis and
Szepesvári, 2006)。树节点 𝑠处的树策略通过从有效操作集合中选择使价值最大化的动作来计算：

𝑇𝑟𝑒𝑒𝑃𝑜𝑙𝑖𝑐𝑦(𝑠) = arg max
𝑎∈𝐶ℎ𝑖𝑙𝑑𝑟𝑒𝑛(𝑠)∪{⊘}

𝑄𝑈𝐶𝐵 (𝑠, 𝑎), (1)

其中，动作 𝑎 可以是移动到子节点（记为 𝑎 ∈ 𝐶ℎ𝑖𝑙𝑑𝑟𝑒𝑛(𝑠)），也可以是扩展当前节点 𝑠（记为特殊

符号 𝑎 = ⊘）。该方法采用了一种称为 虚拟节点（virtual node）的技术 (Wang et al., 2023)，为
每个节点分配一个虚拟子节点，以表示选择当前节点 𝑠 进行扩展。这使得树搜索智能体能够持

续扩展非叶节点，因为其动作空间由生成模型支持，而该模型的输出范围无法通过固定次数的

尝试来确定。在节点 𝑠 上执行动作 𝑎 的价值估计 𝑄𝑈𝐶𝐵 (𝑠, 𝑎) 由两部分组成：

∀𝑎 ∈ 𝐶ℎ𝑖𝑙𝑑𝑟𝑒𝑛(𝑠) ∪ {⊘}, 𝑄𝑈𝐶𝐵 (𝑠, 𝑎) = 𝑄(𝑠, 𝑎)︸ ︷︷ ︸
Exploitation

+ 𝑈𝐶𝐵(𝑠, 𝑎)︸     ︷︷     ︸
Exploration

, (2)
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        linarith      · -- Case 2: 2x - 10 = 0        right        linarith    · -- We check that -3/2 and 5 are indeed roots.
      rintro (rfl | rfl) <;> norm_num  -- Now we compute the sum of the roots.
  rw [this]  norm_num

    rw [h₀]
    constructor
    · intro h
      -- We solve the equation (2x + 3)[2x - 10] = 0.
      have : (2 * x + 3) * (x - 4 + x - 6) = 0 :=
        by linear_combination h
      -- This gives us two cases to solve.
      cases' eq_zero_or_eq_zero_of_mul_eq_zero this
        with h1 h2
      · -- Case 1: 2x + 3 = 0
        left

Whole-proof Completion

import Mathlib
import Aesop

set_option maxHeartbeats 0
open BigOperators Real Nat Topology Rat

/-- Compute the sum of all the roots of $(2x+3)(x-4)+(2x+3)(x-6)=0$.
Show that it is 7/2.-/
theorem amc12a_2002_p1 (f : ℂ → ℂ) (h₀ : ∀ x, f x = (2 * x + 3) * (x - 4) + 
(2 * x + 3) * (x - 6)) (h₁ : Fintype (f⁻¹' {0})) : 
  ∑ y in (f⁻¹' {0}).toFinset, y = 7 / 2 := by
  -- We show that the roots of the polynomial are -3/2 and 5.
  have : (f⁻¹' {0}).toFinset = {-(3 / 2 : ℂ), (5 : ℂ)} := by
    ext x
    simp only [Set.mem_toFinset, Set.mem_singleton_iff, Set.mem_preimage,
      Set.mem_setOf, Finset.mem_insert, Finset.mem_singleton]

Expansion

Error from Lean 4:failed to synthesizeLinearOrder ℂ

DISCARDED

    /- tactic state:
    case a
    f : ℂ → ℂ
    h₀ : ∀ (x : ℂ), f x = (2 * x + 3) * (x - 4) + 
        (2 * x + 3) * (x - 6)
    h₁ : Fintype ↑(f ⁻¹' {0})
    x : ℂ
    ⊢ f x = 0 ↔ x = -(3 / 2) ∨ x = 5
    -/

Monte-Carlo
Tree Search

Tactic 
Stat

e E
xtr

act
io
n

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

图 4 | MCTS 扩展步骤中的截断与恢复机制。 (a) 选定节点后，我们追溯其对应的不完整证明
代码前缀，该前缀包含文件头、初始陈述以及来自祖先节点的成功应用的战术。(b) 随后，语言
模型基于该前缀以及包含当前战术状态的注释块生成后续证明。(c) 组合后的证明代码（前缀与
新生成代码）由 Lean 4 证明器进行验证。若未发现错误，树搜索过程终止。若检测到错误，我
们在第一条错误信息处截断新生成的代码，丢弃后续代码，并将成功部分解析为战术。(d) 每个
战术作为新节点添加到搜索树中，在所选节点下方扩展一条后代链。(e) 树更新完成后，下一次
扩展迭代通过选择另一个候选节点开始，该节点不限于叶节点。此过程重复进行，直到找到正确
的证明或采样预算耗尽。

其中，𝑄(𝑠, 𝑎) 表示基于选择历史得出的动作价值的样本估计，作为利用（exploitation）组件，用
于从之前的尝试中检索高价值候选项。𝑈𝐶𝐵(𝑠, 𝑎) 表示由上置信界（upper confidence bounds）计
算的探索奖励 (UCB; Auer, 2002)，该奖励会随着状态-动作对 (𝑠, 𝑎) 的重复执行而递减。更具体
地说，𝑄𝑈𝐶𝐵 (𝑠, 𝑎) 代表对 𝑄(𝑠, 𝑎) 的乐观估计，并以高概率作为其上界。关于节点价值和 UCB 奖
励的详细设置讨论，我们将留至第 3.3 节。

扩展。 下一步是调用证明生成模型，以扩展由选择阶段选定的节点。通过恢复存储在待扩展节
点上的不完整证明代码，我们执行完整证明生成以提出一系列后续战术，并将生成的证明提交

给 Lean证明器进行验证。这种证明完成尝试等效于在标准 MCTS框架内执行单次模拟 rollout。
当验证结果表明证明已完成时，搜索过程即可终止，此时已找到目标定理的新证明。否则，我们

解析验证反馈，并将生成的证明截断至最早出现验证错误的断言处。剩余的战术将被转换为一
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条节点路径，并合并到搜索树中（见图 4）。需要特别注意的是，由于我们采用完整证明生成设
置——其输出是由一系列战术组成的完整证明，而不仅仅是下一个战术——我们的扩展过程可

能在每次迭代中将一条树节点路径插入搜索树。这与专为竞技游戏设计的传统 MCTS 不同，后
者通常每次迭代仅扩展一层子节点 (Silver et al., 2016, 2018; Schrittwieser et al., 2020)。

回溯。 每次树搜索迭代的最后阶段是沿从根节点到扩展节点的选择轨迹更新价值统计量，i.e.，
更新与公式 (1)中所述树策略相关的价值。令 𝜏 = {(𝑟𝑜𝑜𝑡, 𝑠(1) ), (𝑠(1) , 𝑠(2) ), (𝑠(2) , 𝑠(3) ), . . . , (𝑠( |𝜏 |−1) =

𝑠𝑡, ⊘)} 表示第 𝑡 次迭代的选择轨迹，该轨迹以 𝑠𝑡 作为扩展节点结束。我们通过考虑最新的轨迹

奖励 𝑅(𝜏) 来更新所有 (𝑠, 𝑎) ∈ 𝜏 的 𝑄𝑈𝐶𝐵 (𝑠, 𝑎)（详见公式 (7)）。奖励的外在来源来自编译器反馈，
具体而言，为已完成的证明分配奖励 𝑅extrinsic(𝜏) = 1，为未解决的证明分配奖励 𝑅extrinsic(𝜏) = 0。

在第 3.3 节中，我们将引入一种内在奖励机制来增强奖励分配，从而提升智能体的探索激励。

3.3. 蒙特卡洛树搜索的内在奖励

在形式化定理证明的搜索问题中，外在奖励极其稀疏，i.e.，搜索智能体仅在证明完全解决时才
能获得非零奖励。更具体地说，证明搜索过程形成了一棵树结构，只有少数叶子节点提供非零奖

励，这与统计强化学习文献中著名的难探索案例 (Krishnamurthy et al., 2016) 相吻合。为了促
进稀疏奖励序列决策中的探索，一种经典范式是构建内在奖励 (Schmidhuber, 2010)，鼓励智能
体不仅优化外在奖励，还能获取关于交互环境的一般性信息 (Bellemare et al., 2016; Houthooft
et al., 2016; Pathak et al., 2017; Burda et al., 2019)。在本节中，我们提出了一种由内在奖励驱
动的探索算法——应用于树搜索的 RMax（RMaxTS），以在证明搜索问题中引入无奖励探索。

应用于MCTS 的 RMax。 我们采用经典的探索机制 RMax (Brafman and Tennenholtz, 2002)
来为蒙特卡洛树搜索构建内在奖励。RMax 的核心思想是广泛探索状态空间。当智能体到达一
个未见过的状态时，它会给自己分配最大量的奖励。在证明搜索的背景下，由于在证明完成前不

提供任何外在奖励，我们的算法流程类似于 ZeroRMax (Jin et al., 2020)，其中智能体的探索完
全由内在奖励驱动，i.e.，设定 𝑅(𝜏) = 𝑅intrinsic(𝜏)。树扩展步骤的内在奖励由是否向搜索树中添
加了新节点决定，

𝑅intrinsic(𝜏) = I [at least one new node is added to the search tree] , (3)

其中 𝜏 表示最近的需要进行奖励分配以用于反向传播的选择轨迹。该探索策略优先扩展那些证

明模型生成的战术会导致多样化战术状态的节点。由于多个 Lean代码可能导致相同的中间状态
转换，这种启发式方法有望减少冗余生成并提高样本效率。
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针对非平稳奖励的 UCB。 蒙特卡洛树搜索中 UCB 探索奖励的常见设置是使用 UCB1 (Auer
et al., 2002)：

𝑄𝑈𝐶𝐵1(𝑠, 𝑎) =
𝑊 (𝑠, 𝑎)
𝑁 (𝑠, 𝑎) +

√
2 ln

∑
𝑎′ 𝑁 (𝑠, 𝑎′)

𝑁 (𝑠, 𝑎) , (4)

𝑊 (𝑠, 𝑎) = ∑
𝜏∈Γ(𝑠,𝑎) 𝑅(𝜏), (5)

𝑁 (𝑠, 𝑎) = |Γ(𝑠, 𝑎) | , (6)

其中 Γ(𝑠, 𝑎) = {𝜏 | (𝑠, 𝑎) ∈ 𝜏} 表示包含 (𝑠, 𝑎) 作为中间选择步骤的树策略轨迹 𝜏 的列表。为了便

于讨论，我们将列表 Γ(𝑠, 𝑎) = {𝜏1, 𝜏2, · · · } 组织为使得新收集的轨迹具有更大的下标索引。在本
工作中，我们提出使用一种替代的 UCB 方法变体。需要注意的是，公式 (3) 中推导出的内在奖
励是一个非平稳奖励信号，其期望值会随着探索的推进而衰减。这是因为随着搜索树通过精细

的探索不断扩展，发现具有未见战术状态的新节点肯定会变得更加困难。为了解决非平稳性问

题，我们考虑采用折扣上置信界 (DUCB; Garivier and Moulines, 2011)，该方法使用折扣因子
𝛾 ∈ (0, 1) 来平滑地剔除那些过时的反馈记录：

𝑄𝐷𝑈𝐶𝐵 (𝑠, 𝑎) =
𝑊𝛾 (𝑠, 𝑎)
𝑁𝛾 (𝑠, 𝑎)

+

√
2 ln

∑
𝑎′ 𝑁𝛾 (𝑠, 𝑎′)

𝑁𝛾 (𝑠, 𝑎)
, (7)

𝑊𝛾 (𝑠, 𝑎) =
∑𝑁 (𝑠,𝑎)
𝑡=1 𝛾𝑁 (𝑠,𝑎)−𝑡𝑅(𝜏𝑡), (8)

𝑁𝛾 (𝑠, 𝑎) =
∑𝑁 (𝑠,𝑎)−1
𝑡=0 𝛾𝑡, (9)

其中，新收到的反馈在价值估计中会被赋予更大的权重。在实践中，我们设定 𝛾 = 0.99。需要注

意的是，折扣因子 𝛾 在 DUCB 中的作用与其在无限视界 MDP 的值迭代中的作用不同。这里的
折扣应用于树搜索迭代，而不是单个轨迹内的动作步长视界。

3.4. 蒙特卡洛树搜索的并行化

为了提高蒙特卡洛树搜索（MCTS）的效率，我们实现了Chaslot et al. (2008) 中描述的几种成
熟的并行化技术。

• 根节点并行化：我们在每个节点上部署 256个 MCTS运行器，每个 GPU运行一个语言模
型，证明生成的批处理大小为 512。Lean 证明器通过 REPL 调用，并在拥有数千个 CPU
核心的集群上执行，其中每个证明验证任务由一个独立进程处理，该进程在沙箱中创建和

终止。语言模型的证明生成与 Lean 证明器的验证均异步处理。该设置允许 MCTS 运行器
执行并发的树搜索操作，从而显著加速整个过程。

• 树并行化：我们为每棵搜索树分配 32 个线程工作器，以并行化树迭代步骤。该方法有效
地调度和平衡了证明生成与 Lean 验证的任务。每个线程工作器通过选择候选节点进行扩
展、调用语言模型生成证明、使用 Lean 证明器验证生成的证明以及执行反向传播，迭代
地执行树搜索循环。
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• 虚拟损失：为了鼓励并发的线程工作器选择不同的节点，我们为正在进行的迭代分配一个
虚拟奖励 𝑅(𝜏) = 0。这涉及暂时反向传播奖励值 0，并在完成后将其更新为真实奖励。该

策略促进了对不同扩展节点的探索，从而提高了整体搜索效率。

3.5. 与现有方法的比较

在本节中，我们将我们提出的证明树搜索方法与现有方法进行比较，该方法为完整证明生成引

入了一种新颖的截断与恢复机制。目前，在形式数学证明搜索中使用语言模型的方法通常分为

两大类策略：

• 多轮证明步骤生成：该策略将证明过程分解为多个战术生成与验证的回合，通常遵循树搜
索模式。它涉及一次生成并验证一个战术，重复该过程以处理下一个战术，直到没有剩余
的证明目标为止。著名的例子包括 GPT-f (Polu and Sutskever, 2020; Polu et al., 2022)、
Thor (Jiang et al., 2022)、ReProver (Yang et al., 2023)、Hypertree Proof Search (Lample
et al., 2022) 以及 InternLM2-StepProver (Wu et al., 2024)。

• 单轮完整证明生成：该方法尝试一次性生成并验证整个证明。如果证明不正确，模型将在
下一次尝试中生成新的证明。此类方法包括 DSP (Jiang et al., 2022)、Subgoal-Prover Zhao
et al. (2023)、LEGO-Prover (Wang et al., 2023)、Lyra (Zheng et al., 2023)以及miniCTX (Hu
et al., 2024)。

我们的证明树搜索方法独特地桥接了这两种策略，提供了一种新颖的混合方法。它从完整证明

生成开始，类似于单轮方法，但通过实现一种复杂的截断与恢复机制对此进行了扩展。该过程涉

及将生成的证明截断至其成功的初始片段，将该片段解析为单独的战术，并从此处恢复树搜索。

这种迭代过程有效地实现了蒙特卡洛树搜索，将单轮完整证明生成与多轮证明步骤生成无缝集

成。因此，我们可以训练一个具有几乎相同目标的单一模型，以同时支持这两种策略。我们的实

验结果表明，这种统一的方法在两种设置下均取得了优越的性能。通过结合现有方法的优势并

引入创新技术，我们的方法为形式数学证明搜索提供了一种更通用且有效的解决方案，有望为

该领域的未来进步铺平道路。

4. 实验结果

在本节中，我们使用两个不同的基准测试来评估 DeepSeek-Prover-V1.5 的定理证明能力：涵盖
高中水平练习和竞赛题的 miniF2F，以及涉及本科水平定理的 ProofNet。我们展示了完整证明
生成和蒙特卡洛树搜索方法的结果，并采用与第 2.4节相同的训练模型和推理配置，以确保一致
性。

4.1. 主要结果

我们将 DeepSeek-Prover-V1.5 与以往最先进的语言模型进行了对比分析，以突出其性能与进

展。
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• 通用模型： GPT-3.5 和 GPT-4 (OpenAI, 2023) 是由 OpenAI 开发的先进生成式 AI 模
型，以其在包括代码生成在内的多种任务中的有效性而闻名。尽管它们并非专为定理证明

设计，但其庞大的参数规模赋予了显著的能力。在形式化定理证明中，这些模型的评估得

益于 COPRA (Thakur et al., 2023)，这是一种上下文学习智能体，利用这些大语言模型
来提出策略应用。此外，我们还考察了 Llemma (Azerbayev et al., 2024)，这是一系列在
大量通用数学语料库上训练的语言模型，常被用作形式化定理证明的基础模型。

• 形式化数学专用模型： GPT-f (Polu and Sutskever, 2020; Polu et al., 2022) 代表了将
Transformers (Vaswani et al., 2017) 应用于定理证明任务的证明步骤生成的初步尝试，并
利用最佳优先搜索模块来构建完整证明。后续的进展包括 ReProver (Yang et al., 2023)、
LLMStep (Welleck and Saha, 2023) 和 Lean-STaR (Lin et al., 2024)。Hypertree
Proof Search (Lample et al., 2022) 探索了在基于 Lean 的形式化定理证明中使用蒙
特卡洛树搜索的方法。同期工作 InternLM2-Math (Ying et al., 2024) 和 InternLM2-
StepProver (Wu et al., 2024) 也展现了出色的性能。

评估指标。 我们使用 pass@𝐾 准确率指标将 DeepSeek-Prover-V1.5 的性能与最先进模型进行
比较，该指标评估模型在 𝐾 次尝试内生成正确证明的能力。为了在不同生成方案之间对齐计算

预算，我们按照以下规则展示采样预算 𝐾。

• 对于单次采样方法，我们将采样预算 𝐾 定义为生成的证明总数，并将较大的 𝐾 值进行因

式分解，以便于与树搜索方法进行比较。

• 对于最佳优先搜索方法，遵循 Azerbayev et al. (2024)的符号表示，我们给出 𝐾 = 𝑁 × 𝑆×𝑇，
其中 𝑁 表示最佳优先搜索的尝试次数，𝑆 表示每次扩展生成的策略数量，𝑇 表示扩展迭代

次数。

• 对于树搜索方法，e.g., RMaxTS 和 HTPS (Lample et al., 2022)，我们给出 𝐾 = 𝑁 ×𝑇，其
中 𝑁 表示树搜索的尝试次数，𝑇 表示树扩展中调用的模型生成次数。

miniF2F 数据集上的结果。 表 1 提供了 miniF2F-test 数据集上各种定理证明方法的对比分
析。在单次完整证明生成设置下，DeepSeek-Prover-V1.5-RL 取得了 60.2% 的最高通过率，较
DeepSeek-Prover-V1 的 50.0% 显著提升了 10.2 个百分点。在采样预算限制为 128 次尝试的情
况下，DeepSeek-Prover-V1.5-RL 证明了 51.6% 的问题，显著优于其他完整证明生成方法，且
与领先的树搜索方法相当。在树搜索方法类别中，DeepSeek-Prover-V1.5-RL + RMaxTS 以

62.7% 的通过率位居榜首，确立了新的最先进水平，并与现有方法拉开了显著差距。值得注意的
是，DeepSeek-Prover-V1.5-RL 仅需 3200 次完整证明生成采样即可达到 54.9% 的通过率，超越
了此前 InternLM2-StepProver 的最先进结果（后者执行了 64 × 3200 次树搜索才达到 54.5%）。

ProofNet 数据集上的结果。 表 2 展示了 ProofNet 数据集上各种定理证明方法的对比分析。
在单次完整证明生成设置下，以及结合 RMaxTS 增强后，DeepSeek-Prover-V1.5-RL 在整体
ProofNet 数据集上分别取得了 22.6% 和 25.3% 的通过率。这些结果超越了现有的最先进方法
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方法 采样预算 miniF2F-test
单次完整证明生成方法

TheoremLlama [49] 128 33.6%

DeepSeek-Prover-V1 [53] 128 46.1% ± 0.5%
16 × 4096 50.0%

DeepSeek-Prover-V1.5-Base
128 29.7% ± 0.5%
3200 39.2%
6400 42.2%

DeepSeek-Prover-V1.5-SFT

32 48.2% ± 0.6%
64 49.6% ± 0.7%
128 50.4% ± 0.4%

3200 53.3% ± 0.5%
4 × 6400 55.8% ± 0.7%

16 × 6400 57.4%

DeepSeek-Prover-V1.5-RL

32 50.0% ± 0.5%
64 50.7% ± 0.4%
128 51.6% ± 0.5%

3200 54.9% ± 0.7%
4 × 6400 58.4% ± 0.6%

16 × 6400 60.2%

树搜索方法

COPRA (Code Llama) [45] 1 × 500 5.7%
COPRA (GPT-3.5) [45] 1 × 60 9.0%
COPRA (GPT-4) [45] 1 × 60 26.6%
Llemma-7B [5] 1 × 32 × 100 26.2%
Llemma-34B [5] 1 × 32 × 100 25.8%
ReProver [55] - 26.5%
LLMStep [51] 1 × 32 × 100 27.9%
GPT-f [35] 64 × 8 × 512 36.6%
Hypertree Proof Search [23] 64 × 5000 41.0%
Lean-STaR [26] 64 × 1 × 50 46.3%
InternLM2-Math-7B [58] 1 × 32 × 100 30.3%
InternLM2-Math-Plus-7B [58] 1 × 32 × 100 43.4%

InternLM2-StepProver [52] 1 × 32 × 100 48.8%
64 × 32 × 100 54.5%

DeepSeek-Prover-V1.5-SFT + RMaxTS

1 × 3200 53.5% ± 0.4%
4 × 6400 56.3% ± 0.3%

16 × 6400 59.0%
32 × 6400† 60.2%

DeepSeek-Prover-V1.5-RL + RMaxTS

1 × 3200 55.0% ± 0.7%
4 × 6400 59.6% ± 0.6%

16 × 6400 62.7%
32 × 6400† 63.5%

表 1 | 在 miniF2F-test 数据集上与最先进方法的对比。符号 𝜇 ± 𝜎 表示平均准确率 𝜇 和标准差
𝜎。除非另有说明，DeepSeek-Prover-V1.5-Base 的结果基于 3-shot 提示，而 DeepSeek-Prover-
V1.5-SFT 和 RL 采用 CoT 模式提示。符号 † 表示使用两种引导提示的混合策略的性能（详见
第 4.2节）。
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方法 采样预算 ProofNet
验证集 ‡ 测试集 全部

单次完整证明生成方法

DeepSeek-Prover-V1.5-Base 128 6.6% ± 0.9% 9.7% ± 0.7% 7.5% ± 0.7%
3200 10.8% 15.6% 13.2%

DeepSeek-Prover-V1.5-SFT
128 19.9% ± 0.4% 15.9% ± 0.6% 17.9% ± 0.3%

3200 20.7% ± 0.7% 21.0% ± 0.9% 20.9% ± 0.6%
4 × 6400 22.2% 23.7% 22.9%

DeepSeek-Prover-V1.5-RL
128 20.1% ± 0.5% 18.2% ± 0.5% 19.1% ± 0.4%

3200 21.4% ± 0.3% 22.0% ± 0.5% 21.7% ± 0.4%
4 × 6400 21.6% 23.7% 22.6%

树搜索方法

ReProver [55] - - - 13.8%
InternLM2-StepProver [52] 1 × 32 × 100 - - 18.1%

DeepSeek-Prover-V1.5-SFT + RMaxTS 1 × 3200 22.2% ± 0.7% 21.6% ± 0.2% 21.9% ± 0.4%
4 × 6400 23.8% 25.8% 24.8%

DeepSeek-Prover-V1.5-RL + RMaxTS 1 × 3200 22.0% ± 0.3% 21.5% ± 0.8% 21.8% ± 0.4%
4 × 6400 25.4% 25.3% 25.3%

表 2 | 在 ProofNet 数据集上与最先进方法的对比。‡ 注意，ProofNet 的验证集用于在监督微调
中进行专家迭代。

ReProver（13.8%）和 InternLM2-StepProver（18.1%）。当完整证明生成尝试次数限制为 3200次
时，DeepSeek-Prover-V1.5 也证明了 21.7%的定理，较此前的最先进方法 InternLM2-StepProver
提升了 3.6%。

4.2. 重新审视训练策略在大规模采样中的有效性

我们在大规模采样设置下重新审视了多个训练模块的效果，重点关注单次完整证明生成和蒙特

卡洛树搜索。结果表明，第 2.4 节中提出的观察和发现能够推广到大规模采样的场景中。

强化学习的普遍提升。 为了支持“基于验证反馈的在线强化学习能够普遍提升模型能力”这一
观点，我们在大采样预算下将最终模型与仅使用监督微调（SFT）的版本进行了对比。对比结果以
两列的形式展示在表 3 中。DeepSeek-Prover-V1.5-RL 在所有生成设置下均持续优于 SFT 模型，
无论是否应用思维链（CoT）策略。结果还表明，在线强化学习带来的提升与通过 RMaxTS获得
的提升是正交的，两者可以进一步结合以提升性能。通过结合 CoT提示和 RMaxTS，DeepSeek-
Prover-V1.5-RL 在 miniF2F-test 上达到了 62.7% 的通过率。这一性能较 SFT 模型显著提升了
3.7%，凸显了强化学习在提升证明补全模型整体有效性方面的关键作用。

CoT、非 CoT 与混合策略。 我们在 miniF2F-test数据集上对比了两种生成模式，i.e.，非 CoT
和 CoT 的性能。表 3 中的结果表明，随着采样预算的增加，CoT 相对于非 CoT 模式的优势被
进一步放大。这表明，引入自然语言思维链可以多样化定理证明的规划路径，从而可能带来更广

泛的推理策略和更具创新性的解决方案。结果还显示，这两种模式在不同问题上具有互补优势。
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提示模式 采样预算 DeepSeek-Prover-V1.5
SFT RL

non-CoT 4 × 6400 54.7% ± 0.4% 56.5% ± 0.5%
16 × 6400 56.1% 57.4%

单次 CoT 4 × 6400 55.8% ± 0.7% 58.4% ± 0.5%

生成 16 × 6400 57.4% 60.2%

non-CoT 与 CoT
(2 + 2) × 6400 56.1% ± 0.8% 58.3% ± 0.6%
(8 + 8) × 6400 58.2% 60.7%

(16 + 16) × 6400 58.6% 61.1%

RMaxTS

non-CoT 4 × 6400 55.7% ± 0.6% 58.4% ± 0.6%
16 × 6400 57.8% 59.4%

CoT 4 × 6400 56.3% ± 0.3% 59.6% ± 0.6%
16 × 6400 59.0% 62.7%

non-CoT 与 CoT
(2 + 2) × 6400 56.1% ± 0.8% 60.0% ± 0.8%
(8 + 8) × 6400 59.0% 63.1%

(16 + 16) × 6400 60.2% 63.5%

表 3 | 一项大规模消融实验，旨在探究几种算法设计对模型训练的有效性。结果在 miniF2F-test
数据集上进行评估。

在 CoT 模式下，模型的定理证明策略在数学思维上更加系统和主动；而在非 CoT 模式下，模
型能够高效利用 Lean 高级战术来解决 Lean 自动化机制内可处理的计算问题。为了利用这些优
势，我们采用了一种混合策略（在表 3 中标记为 non-CoT & CoT），将一半的采样预算分配给
CoT 模式，其余分配给非 CoT 模式。这两种引导提示的简单组合在进一步提升我们证明补全模
型性能方面展现出巨大潜力，在 miniF2F-test 上达到了 63.5% 的通过率。在附录 B 中，我们展
示了说明这两种生成模式不同优势的示例问题。

4.3. RMaxTS 的消融实验

内在奖励与折扣 UCB。 我们研究了 RMaxTS 的两个核心组件的有效性，i.e.，公式 (3) 中定
义的内在奖励和公式 (7) 中给出的折扣上置信界（discounted UCB）。我们首先以一个未使用
内在奖励的标准 UCT 算法 (Kocsis and Szepesvári, 2006) 基线开始，在该基线中，探索完全由
UCB 奖励驱动。需要注意的是，由于该基线未提供任何非零奖励，所有 UCB 公式的变体都变
得等价，因为节点选择仅由访问次数决定。图 5 中的实验结果表明，在没有内在奖励的情况下，
UCT（无 𝑅intrinsic）的性能退化到与非搜索方法相当的水平。此外，我们考虑了使用标准 UCB1
（参见公式 (4)）替代折扣 UCB 的 RMaxTS，记为 RMaxTS (DUCB → UCB1)。结果表明，带
有 UCB1 奖励的 RMaxTS 性能也较为有限，与 UCT（无 𝑅intrinsic）相当。这是因为 UCB1 旨
在通过充分探索来保证渐近性能 (Auer et al., 2002)，其前提是样本量足够大。相比之下，折扣
UCB 能够加速非平稳内在奖励的价值传播，防止 𝑅intrinsic 的引导作用被访问次数主导。这证明

了折扣 UCB 机制是对内在奖励驱动探索的关键补充。

战术状态信息的引导作用。 在扩展树节点时，我们将中间战术状态信息作为注释块拼接到不完
整代码中，以引导证明补全。借助提供的辅助信息，证明补全模型能够增强其对战术状态的内
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RMaxTS 4 × 6400 59.6% ± 0.6%
16 × 6400 62.7%

图 5 | 一项考察 RMaxTS 算法设计的模块化消融实验。实验在 miniF2F-test 数据集上进行，使
用处于 CoT 模式的 DeepSeek-Prover-V1.5-RL。左面板展示了 6400 次生成样本内的 Pass@K
准确率曲线。右面板展示了更大样本量下的结果。

部表征，为长视野规划提供中间引导。为了证明这一优势，我们展示了 RMaxTS 直接从原始不
完整代码进行代码补全而不访问战术状态信息的实验，在图 5 中记为 RMaxTS (without tactic
state)。结果表明，在没有战术状态信息的情况下，应用树搜索带来的性能提升变得较为有限，尤
其是在处理需要大量样本的难题时。这凸显了编译器信息的集成是树搜索算法的重要组成部分，

能够提升其整体有效性和样本效率。

5. 结论、局限性与未来工作

我们提出了 DeepSeek-Prover-V1.5，这是一个拥有 70 亿参数的语言模型，在 Lean 4 的形式
化定理证明任务上超越了所有开源模型。DeepSeek-Prover-V1.5 以 DeepSeek-Prover-V1.5-Base
为初始化基础，后者使用专门针对形式化数学推理的语料库对 DeepSeekMath-Base 7B 进行了
预训练扩展。我们在一个全面的 Lean 4 代码补全数据集上进行了监督微调，该数据集涵盖了
来自各个数学领域的广泛形式化定理。随后，我们采用 GRPO 通过在线强化学习来提升完整
证明的生成能力。在开发 DeepSeek-Prover-V1.5 模型的基础上，我们引入了 RMaxTS（一种蒙
特卡洛树搜索的变体），通过具有广泛探索性的大规模搜索来提升问题解决能力。这些组件构

成了一个用于训练基于大语言模型的证明助手的完整流水线，使 DeepSeek-Prover-V1.5 相较于
DeepSeek-Prover-V1 取得了显著的提升。

DeepSeek-Prover-V1.5 的框架旨在为形式化定理证明建立一个类似 AlphaZero 的流水线。
专家迭代与合成数据的使用映射了强化学习的核心试错循环，其中编译器预言机充当世界模型

以提供环境监督。在强化学习范式下，集成的树搜索模块已被证明在推动各领域实现超人类表

现方面具有极高的有效性 (Silver et al., 2016; Fawzi et al., 2022; Lutz et al., 2023)。在开发
DeepSeek-Prover-V1.5 的过程中，我们侧重于强化学习的探索方面，引入 RMaxTS 以多样化证
明步骤的生成。然而，利用方面，特别是证明搜索问题，仍有待探索。一个极具前景的未来方向

是训练一个评论家模型来评估不完整的证明并剪枝搜索分支。此类针对部分证明的评论家模型

将隐式地执行时序信用分配 (Sutton, 1984)，将证明级别的反馈分解为逐步的价值差异 (Arjona-
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Medina et al., 2019)。开发用于评估长规划路径并提供引导奖励的评论家模型是一个至关重要且
充满挑战的问题 (Ng and Russell, 2000; Sorg et al., 2010)，值得进一步研究。

最后，近期的工作已不再局限于证明单个定理，而是转向处理复杂的多定理 Lean 文件中的
现实世界理论证明 (Hu et al., 2024)。这一转变是我们完整证明生成方法的自然延伸。我们的观
察表明，当前模型已经具备了对文件级上下文的一定理解能力。展望未来，我们将专注于增强这

一方面，利用我们在语言模型方面的进展来支持前沿的 Lean 数学形式化开发者。
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A. 证明补全中非思维链与思维链提示的示例

在本节中，我们展示了针对 aime_1983_p9（来自 miniF2F 基准测试 (Zheng et al., 2022) 的一
道题目）的非思维链与思维链提示示例及其生成的证明。为便于阅读，文中使用了行内 LaTeX
表达式。首先，以下是非思维链提示模式下完整证明生成的示例：

输入:

Complete the following Lean 4 code:

```lean4
import Mathlib
import Aesop

set_option maxHeartbeats 0

open BigOperators Real Nat Topology Rat

/-- Show that 9𝑥2 sin2 𝑥+4
𝑥 sin 𝑥 ⩾ 12 for 0 < 𝑥 < 𝜋.-/

theorem aime_1983_p9 (x : �) (h� : 0 < x � x < Real.pi) :
12 � (9 * (x ^ 2 * Real.sin x ^ 2) + 4) / (x * Real.sin x) := by

输出:

rw [le_div_iff (mul_pos h�.1 (Real.sin_pos_of_pos_of_lt_pi h�.1 h�.2))]
nlinarith [mul_self_nonneg (3 * x * Real.sin x - 2)]

```

接下来，以下是思维链提示模式下完整证明生成的示例。该证明是通过带有截断与恢复机

制的蒙特卡洛树搜索找到的（详见第 3 节）。模型接收到的提示包含一段正在进行的证明代码，
末尾附有一个注释块，其中记录了 Lean 4 证明器返回的中间战术状态。后续代码的生成则在该
带注释的代码前缀引导下完成。

输入:

Complete the following Lean 4 code with explanatory comments preceding each line of
code:

```lean4
import Mathlib
import Aesop

set_option maxHeartbeats 0

open BigOperators Real Nat Topology Rat
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/-- Show that 9𝑥2 sin2 𝑥+4
𝑥 sin 𝑥 ⩾ 12 for 0 < 𝑥 < 𝜋.-/

theorem aime_1983_p9 (x : �) (h� : 0 < x � x < Real.pi) :
12 � (9 * (x ^ 2 * Real.sin x ^ 2) + 4) / (x * Real.sin x) := by
/-
To find the minimum value of 9𝑥2 sin2 𝑥+4

𝑥 sin 𝑥 for 0 < 𝑥 < 𝜋, we need to show that it is at
least 12. We start by noting that the expression can be rewritten using the
division property of inequalities. We then use the fact that sin 𝑥 and 𝑥 are
positive in the given range to establish the necessary inequalities. Finally, we
apply these results to conclude that the minimum value is indeed 12.

-/
-- We start by ensuring that the product 𝑥 ∗ sin 𝑥 is positive in the given range.
have h� : 0 < x * Real.sin x := by

apply mul_pos
-- 𝑥 is positive in the range (0,𝜋).
exact h�.1
-- sin 𝑥 is positive in the range (0,𝜋).
exact Real.sin_pos_of_pos_of_lt_pi h�.1 h�.2

-- Using the division property of inequalities, we rewrite the expression.
rw [le_div_iff h�]
/- tactic state:

x : �
h� : 0 < x � x < �
h� : 0 < x * x.sin
� 12 * (x * x.sin) � 9 * (x ^ 2 * x.sin ^ 2) + 4

-/

输出:

-- This is equivalent to showing that 9𝑥2 sin2 𝑥 − 12𝑥 sin 𝑥 + 4 ⩾ 0, and the left-hand
side can be rewritten as a perfect square (3𝑥 sin 𝑥 − 2)2.

-- We use the fact that (3𝑥 sin 𝑥 − 2)2 is non-negative to establish this.
nlinarith [sq_nonneg (3 * x * Real.sin x - 2)]

```

在此示例中，证明补全模型首先从战术状态中提取目标表达式，i.e.，注释块最后一行的不
等式 12(𝑥 sin 𝑥) ⩽ 9(𝑥2 sin2 𝑥) + 4，随后将其整理为 9𝑥2 sin2 𝑥 − 12𝑥 sin 𝑥 + 4 ⩾ 0 的形式，作为

思维链推理过程的一部分。最后，将左侧表达式重写为完全平方项以证明其非负性，从而完成证

明。
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B. MiniF2F-test 题目示例解答

为阐明非思维链（non-CoT）模式与思维链（CoT）模式提示的不同优势及其互补性，我们提供
了非 CoT 模式成功而 CoT 模式失败的示例，反之亦然。

B.1. 非 CoT 模式优于 CoT 模式的问题

theorem induction_pord1p1on2powklt5on2 (n : �) (h� : 0 < n) :
(Π k in Finset.Icc 1 n, 1 + (1 : �) / 2 ^ k) < 5 / 2 := by

rw [Finset.Icc]
simp_all [Nat.succ_le_iff, Nat.one_le_iff_ne_zero]
have h� : 0 < 2 ^ k := by apply pow_pos <;> norm_num
norm_num
have h� : (2 : �) � 0 := by norm_num
field_simp
rw [div_lt_div_iff]
ring_nf
norm_cast
nlinarith
all_goals norm_cast
all_goals linarith

theorem imo_1960_p2 (x : �) (h� : 0 � 1 + 2 * x) (h� : (1 - Real.sqrt (1 + 2 * x)) ^ 2 �
0)
(h� : 4 * x ^ 2 / (1 - Real.sqrt (1 + 2 * x)) ^ 2 < 2 * x + 9) : -(1 / 2) � x � x <
45 / 8 := by

norm_num at h� h� h�
have h� : 0 � 1 + 2 * x := by linarith
have h� : 0 < 1 + Real.sqrt (1 + 2 * x) := by

nlinarith [Real.sqrt_nonneg (1 + 2 * x)]
have h� : 4 * x ^ 2 / (1 - Real.sqrt (1 + 2 * x)) ^ 2 < 2 * x + 9 := by linarith
have h� : 1 - Real.sqrt (1 + 2 * x) � 0 := by

intro h
apply h�
nlinarith

have h� : 4 * x ^ 2 / (1 - Real.sqrt (1 + 2 * x)) ^ 2 = (1 + Real.sqrt (1 + 2 * x))
^ 2 := by
field_simp [h�]
nlinarith [sq_sqrt (show 0 � 1 + 2 * x by linarith)]

rw [h�] at h�
constructor <;> nlinarith [sq_sqrt (show 0 � 1 + 2 * x by linarith)]
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B.2. CoT 模式优于非 CoT 模式的问题

theorem mathd_algebra_459 (a b c d : �) (h� : 3 * a = b + c + d) (h� : 4 * b = a + c +
d)
(h� : 2 * c = a + b + d) (h� : 8 * a + 10 * b + 6 * c = 24) : ↑d.den + d.num = 28
:= by

/-
Given the system of equations involving the times that Anna (a), Bertram (b), Carli
(c), and David (d) can hold their breaths:

1. 3𝑎 = 𝑏 + 𝑐 + 𝑑
2. 4𝑏 = 𝑎 + 𝑐 + 𝑑
3. 2𝑐 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑑
4. 8𝑎 + 10𝑏 + 6𝑐 = 24

We need to find the sum of the numerator and the denominator of the fraction
representing David's time in minutes, simplified to its lowest terms, and show
that it is 28.

First, we solve the system of equations step by step:
- From the first equation, we can express 𝑑 in terms of 𝑎, 𝑏, and 𝑐:
𝑑 = 3𝑎 − 𝑏 − 𝑐

- Substitute 𝑑 into the second equation:
4𝑏 = 𝑎 + 𝑐 + (3𝑎 − 𝑏 − 𝑐)
Simplifying, we get:
4𝑏 = 4𝑎 − 𝑏
5𝑏 = 4𝑎

𝑏 = 4𝑎
5

- Substitute 𝑏 into the third equation:
2𝑐 = 𝑎 + 4𝑎

5 + (3𝑎 − 𝑏 − 𝑐)
Simplifying, we get:
2𝑐 = 𝑎 + 4𝑎

5 + 3𝑎 − 4𝑎
5 − 𝑐

2𝑐 = 4𝑎 − 𝑐

3𝑐 = 4𝑎

𝑐 = 4𝑎
3

- Substitute 𝑏 and 𝑐 into the fourth equation:
8𝑎 + 10

(
4𝑎
5

)
+ 6

(
4𝑎
3

)
= 24

Simplifying, we get:
8𝑎 + 8𝑎 + 8𝑎 = 24

24𝑎 = 24

𝑎 = 1

Now, we find 𝑏 and 𝑐:
- 𝑏 = 4𝑎

5 = 4
5

- 𝑐 = 4𝑎
3 = 4

3

Finally, we find 𝑑:
- 𝑑 = 3𝑎 − 𝑏 − 𝑐 = 3 · 1 − 4

5 − 4
3 = 3 − 4

5 − 4
3 = 45

15 − 12
15 − 20

15 = 13
15
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The fraction 13
15 is already in its simplest form, and the sum of the numerator and

the denominator is:
13 + 15 = 28

-/
have h� : a = 1 := by

have h� : 8 * a + 10 * b + 6 * c = 24 := h�
have h� : 24 * a = 24 := by

-- Solve the system of equations to find the value of a
linarith

exact mul_right_cancel� (show (24 : �) � 0 by norm_num)
(by linarith)

have h� : b = 4 / 5 := by
-- Solve for b using the value of a
linarith

have h� : c = 4 / 3 := by
-- Solve for c using the value of a
linarith

have h� : d = 13 / 15 := by
-- Solve for d using the values of a, b, and c
linarith

-- Sum the numerator and the denominator of d
norm_num [h�]
<;> rfl

theorem numbertheory_x5neqy2p4 (x y : �) : x ^ 5 � y ^ 2 + 4 := by
/-
To show that for any two integers 𝑥 and 𝑦, 𝑥5 ≠ 𝑦2 + 4, we can use modular arithmetic
to demonstrate that the equation 𝑥5 ≡ 𝑦2 + 4 (mod 11) has no solutions.
Specifically, we will consider the possible values of 𝑥 and 𝑦 modulo 11 and show
that none of these combinations satisfy the equation.

-/
-- Use modular arithmetic to show that the equation has no solutions modulo 11.
have : ¬(x ^ 5 % 11 = (y ^ 2 + 4) % 11) := by

-- Consider all possible values of x modulo 11.
have : x % 11 = 0 � x % 11 = 1 � x % 11 = 2 � x % 11 = 3 � x % 11 = 4 � x % 11 = 5 �

x % 11 = 6 � x % 11 = 7 � x % 11 = 8 � x % 11 = 9 � x % 11 = 10 := by
omega

-- Consider all possible values of y modulo 11.
have : y % 11 = 0 � y % 11 = 1 � y % 11 = 2 � y % 11 = 3 � y % 11 = 4 � y % 11 = 5 �

y % 11 = 6 � y % 11 = 7 � y % 11 = 8 � y % 11 = 9 � y % 11 = 10 := by
omega

-- For each combination of x and y modulo 11, check if the equation holds.
rcases this with (h | h | h | h | h | h | h | h | h | h | h) <;>
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rcases this with (h' | h' | h' | h' | h' | h' | h' | h' | h' | h' | h') <;>
simp [h, h', pow_succ, Int.mul_emod, Int.add_emod]

-- Use the result from modular arithmetic to conclude the theorem.
omega

theorem amc12_2000_p12 (a m c : �) (h� : a + m + c = 12) :
a * m * c + a * m + m * c + a * c � 112 := by

/-
Given nonnegative integers 𝐴, 𝑀, and 𝐶 such that 𝐴 + 𝑀 + 𝐶 = 12, we need to find the
maximum value of 𝐴 · 𝑀 · 𝐶 + 𝐴 · 𝑀 + 𝑀 · 𝐶 + 𝐴 · 𝐶.

To solve this, we can use the fact that the expression 𝐴 · 𝑀 · 𝐶 + 𝐴 · 𝑀 + 𝑀 · 𝐶 + 𝐴 · 𝐶 is
a polynomial in terms of 𝐴, 𝑀, and 𝐶. We can try different values of 𝐴, 𝑀, and 𝐶

that sum to 12 and compute the value of the polynomial for each combination. The
maximum value of the polynomial will then be the solution.

-/
-- We use a lemma that states if the sum of three numbers is less than or equal to

a certain value, then the product of these numbers is also less than or equal to
a certain value.

have h� : a � 12 � m � 12 � c � 12 := by
constructor
· -- Since a + m + c = 12, a cannot be greater than 12.
omega

· constructor
· -- Similarly, m cannot be greater than 12.
omega

· -- And c cannot be greater than 12.
omega

-- Using the lemma, we compute the value of the polynomial for different values of
a, m, and c that sum to 12.

cases' h� with h�_left h�_right
cases' h�_right with h�_middle h�_right
-- We use interval_cases to try different values of a, m, and c.
interval_cases a <;> interval_cases m <;> interval_cases c <;>

-- For each combination, we compute the value of the polynomial and check if it
is less than or equal to 112.
simp_all (config := {decide := true})
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